Superficies e Solidos de Revolucao

Matematica: geometria

GUIA DO PROFESSOR

Caro professor, caso tenha algum questionamento de qualquer natureza, ndo hesite em nos contactar pelo
e-mail:

conteudosdigitais@im.uff.br

DESCRICAO

Nesta atividade apresentamos um software interativo que permite visualizar e estudar superficies e solidos
de revolugdo, os quais podem ser construidos de duas maneiras: (1) através de fungdes reais que
descrevem a geratriz (o que favorece a integragdo entre geometria e algebra) e (2) modificando-se
interativamente um caminho poligonal. Sdo apresentados dois métodos para se aproximar o volume de um
solido de revolugdo: o método dos discos e 0 método dos troncos de cone.

OBJETIVOS

Oferecer um ambiente interativo no qual o aluno pode: (1) exercitar visualizagdo espacial, (2) usar formas
geométricas espaciais para representar ou visualizar partes do mundo real, (3) interpretar e associar
objetos solidos a suas diferentes representacdes bidimensionais, (4) utilizar o conhecimento geométrico
para leitura, compreensdo e acao sobre a realidade, (5) identificar e fazer uso de diferentes formas para
realizar medidas e calculos, (6) utilizar propriedades geométricas para medir, quantificar e fazer
estimativas de de volumes em situagdes reais, (7) efetuar medi¢des, reconhecendo, em cada situacdo, a
necessaria precisdo de resultados e (8) estimular a compreensdo das relagdes entre geometria e algebra.

QUANDO USAR?

Sugerimos que a atividade seja usada depois da apresentacdo da teoria de volumes e areas em geometria
espacial. A atividade também pode ser aplicada no final do primeiro ano do ensino médio, pois isto
propiciard uma oportunidade para o aluno usar as varias funcdes elementares que ele estudou ao longo do
periodo letivo para criar solidos de revolu¢do com diferentes formatos.

COMO USAR?

Decidir como usar o computador é uma questdo que depende de alguns fatores: nimero de alunos na
turma, nimero de computadores disponiveis no laboratério de informatica e tempo disponivel em sala de
aula. Em virtude disto, vamos sugerir trés estratégias de uso desta atividade:

1. Como um exercicio extraclasse.

Nesta modalidade, vocé pode propor a atividade para seus alunos como um dever de casa
(valendo um ponto extra), para ser realizado fora do tempo de sala de aula, isto €, em um
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horario livre no laboratorio da escola ou na propria casa do aluno, caso ele possua um
computador. Voc€ pode definir um prazo pré-determinado para a realizagdo da atividade (por
exemplo, uma semana). Achamos que ndo € preciso que vocé explique o funcionamento do
software da atividade, pois incluimos uma animagdo ilustrando todos os seus recursos.
Naturalmente, no decorrer do prazo do dever de casa, vocé podera tirar duvidas eventuais de
seus alunos.

Para tornar o trabalho mais orientado e focado, recomendamos fortemente que o dever de casa
seja conduzido através de algumas questdes que os alunos deverdo estudar com o auxilio do
software da atividade. O formulario de acompanhamento do aluno, apresentado mais embaixo,
sugere varios exercicios. Este formuldrio também serd util como instrumento para uma
discussdo posterior em sala de aula (quando da devolugdo do formulario) e fornecera subsidios
para uma possivel avaliagdo.

2. Em sala de aula com um projetor multimidia (datashow)

Se vocé tiver acesso a um projetor multimidia (datashow) ou a um computador ligado na TV,
vocé€ podera usar o software desta atividade em sala de aula para, por exemplo, ao invés de
desenhar os poliedros no quadro, exibi-los ¢ manipuld-los através do computador. Se houver
tempo, mesmo alguns exercicios do formulario de acompanhamento do aluno poderdo ser
resolvidos em sala de aula sob sua orientagao.

3. Como uma atividade de laboratorio sob a supervisdo do professor.

A grande vantagem desta modalidade € que vocé poderd acompanhar de perto como os seus
alunos estdo interagindo com o computador. Sugerimos que vocé apresente o jogo aos alunos,
resolvendo um dos desafios como exemplo e, a partir dai, deixe-os brincar livremente,
intervindo apenas quando necessario.

Principalmente nas modalidades 1 e 3, recomendamos fortemente que o aluno preencha algum tipo de
questionario de acompanhamento, para avaliagdo posterior. Sugerimos o seguinte modelo (sinta-se livre
para modifica-lo de acordo com suas necessidades):

ssr-aluno.rtf.

Este formulario de acompanhamento do aluno também estara acessivel na pagina principal da atividade
através do seguinte icone:

As respostas dos questionamentos propostos neste formulario ndo estdo incluidas com a atividade, mas
elas podem ser solicitadas através do e-mail conteudosdigitais@im.uff.br.

OBSERVACOES METODOLOGICAS

Relatos de experiéncias (comprovados em nossos testes) mostram que os alunos tém forte resisténcia em
preencher o formulario de acompanhamento. Mais ainda: estes relatos mostram que, frequentemente, os
alunos conseguem argumentar corretamente de forma verbal, mas enfrentam dificuldades ao fazer o
registro escrito de suas ideias.

Mesmo com as reclamagdes e resisténcia dos alunos, nossa sugestdo é que vocé, professor, insista no

preenchimento do formulario. Afinal, por varios motivos, ¢ muito importante que o aluno adquira a
habilidade de redigir corretamente um texto matematico que possa ser compreendido por outras pessoas.
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OBSERVACOES TECNICAS

A atividade pode ser acessada usando a internet, através do link http://www.uff.br/cdme/ssr/ (enderego
alternativo: http://www.cdme.im-uff.mat.br/ssr/). Se vocé preferir, solicite que o responsavel pelo
laboratdrio da escola instale a atividade para acesso offline, isto €, sem a necessidade de conexao com a
internet.

O jogo pode ser executado em qualquer sistema operacional: Windows, Linux e Mac OS. Porém, para
executa-lo, ¢ preciso que o computador tenha a linguagem JAVA instalada. A instalagdo da linguagem
JAVA pode ser feita seguindo as orientagdes disponiveis no seguinte link http://www.java.com/pt BR/.

Atencgdo: se vocé estiver usando a atividade offline através de uma copia local em seu computador, é
importante que os arquivos nao estejam em um diretorio cujo nome contenha acentos ou espagos.

Importante: algumas distribuicdes Linux vém com o interpretador JAVA GCJ Web Plugin que nao ¢é
compativel com o applet da atividade. Neste caso, recomendamos que vocé solicite ao responsavel pelo
laboratdrio da escola que instale o interpretador nativo da Sun, disponivel no link http://www.java.com

/pt_ BR/.

Acessibilidade: a partir da Versao 2 do Firefox e da Versdao 8 do Internet Explorer, ¢ possivel usar as
combinagdes de teclas indicadas na tabela abaixo para ampliar ou reduzir uma pagina da internet, o que
permite configurar estes navegadores para uma leitura mais agradavel.

Combinacio de Teclas Efeito
L +|* Ampliar
et + Reduzir
Ctrl 0 .
+ Voltar para a configuracao inicial

Vantagens deste esquema: (1) além de areas de texto, este sistema de teclas amplia também figuras e
aplicativos FLASH e (2) o sistema funciona para qualquer pagina da internet, mesmo para aquelas sem
uma programacao nativa de acessibilidade.

DICAS

1. [Lima, Carvalho, Wagner e Morgado, 2006] apresentam os dois teoremas de Pappus que
estabelecem formulas para o volume e a area de um solido de revolugdo a partir dos centros de
gravidade da geratriz e de sua fronteira (bordo).

2. O Capitulo “Discrete Measurements” do filme MESH: A Journey Through Discrete Geometry
(Springer VideoMATH) de Beau Janzen e Konrad Polthier apresenta uma animagao abordando
como discretizagdes podem ser usadas para se calcular areas e volumes e de algumas
dificuldades desta metodologia (como ilustra a lanterna de Schwarz).
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3. Para incluir uma superficie de revolugdo gerada pelo software da atividade no Microsoft Word,
vocé pode proceder como se segue: (a) pressione a tecla “PRINT SCRN” (isto ira capturar a
tela do seu computador) (b) abra o programa Paint do Windows e, entdo, mantendo a tecla
“CTRL” pressionada, pressione a tecla “v” (isto ird colar o desenho da tela no Paint), (c)
recorte o desenho da superficie de revolugdo no Paint (existe uma ferramenta que faz isto), (d)
salve a figura e inclua-a no Microsoft Word.

4. Para imprimir a superficie de revolugdo, d€ um clique rapido na area onde a superficie esta
desenhada (para que ela ganhe o foco) e, entdo, mantendo a tecla “CTRL” pressionada,
(13 29

pressione a tecla “p”. Uma janela aparecera solicitando permissdo para a impressdo. Ative a
op¢ao que diz “permitir sempre” (“always allow”), confirme e pronto!

QUESTOES PARA DISCUSSAO APOS A REALIZACAO DA ATIVIDADE

Sugerimos fortemente que seja feita uma discussdo com os alunos apds a realizacdo da tarefa. Se vocé
optou por leva-los ao laboratorio, isto pode ser feito no proprio laboratorio, logo apdés o término da
atividade. Se vocé optou por um exercicio extraclasse, a discussao pode ser feita quando da devolugdo do
questionario. Esta discussdo pode incluir as diferentes estratégias de solugdo dos exercicios adotada por
cada aluno, a comparacdo das respostas dos alunos, as dificuldades encontradas na realizagdo dos
exercicios, a énfase em propriedades e resultados importantes, as informagdes suplementares, etc.

AVALIACAO

Como instrumento de avaliagdo, sugerimos que vocé peca para os alunos elaborarem um relatério
descrevendo as perguntas e respostas apresentadas na discussdo em sala de aula. Nesse relatorio, o
professor podera avaliar as capacidades de compreensdo, argumentagdo e organizacdo do aluno.
Recomendamos que o questionario preenchido durante a realizacdo da atividade seja anexado ao
relatorio.
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[Clique aqui para voltar para a pagina principal!]

Duvidas? Sugestdes? Nos damos suporte! Contacte-nos pelo e-mail:
conteudosdigitais@im.uff.br.
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Anexo

Formulario de Acompanhamento do Aluno



Atividade: superficies e solidos de revolucao

Aluno(a): Turma:

Professor(a):

PARTE 1

A partir de duas fungdes f'e g e de dois niimeros reais a e b, considere a regido R formada pelos pontos (x, z) no plano xz que
satisfazem as condigdes: x estd entre a e b e z esta entre f{x) e g(x) (veja a figura abaixo). Esta regido, ao ser girada em torno do
eixo x, define um solido de revolugdo. A superficie de revolugdo correspondente € definida girando-se apenas a fronteira da

regido R.
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[01] No aplicativo da Parte 1 da Atividade, digite as expressdes para as fungdes f'e g e os valores dos numeros a ¢ b indicados
na tabela abaixo e identifique a superficie de revolucao correspondente. Nao esqueca de, apos digitar os dados, pressionar o
botdo “Atualizar!” do aplicativo. Pergunta: existe alguma diferenga com relacdo as superficies obtidas nos itens (f) e (g)?
Observagdo: no item (i), talvez seja conveniente aumentar o valor do controle “Discretizagdo 17 do aplicativo.

Item f(x) = g(x) = a b Desenho da Regido R Figura e Descricao
(a) 4 0 0 12
P
12 S
tronco de cilindro circular reto
(b) 4 2 0 12
() X 0 0 12




(d) X 0 5] 12
(e) X 2 5 | 12
() X 0 6 | 6
() abs(x) 0 6| 6
(h) | min(1, x/2) 0 0 | 10
(i) | sqrt(4 - x*2) 0 2| 2

[02] Um ftoro é uma superficie de revolucdo gerada pela rotagdo de um circulo em torno de um eixo de seu plano que néo
intercepta o circulo.




Indique expressdes para as funcdes f'e g e valores dos nlimeros a e b para os quais a superficie de revolugdo correspondente seja
um toro.

[03] Indique expressdes para as funcdes f e g e valores dos niimeros a e b para os quais a superficie de revolugdo
correspondente aproxime o formato do médulo de comando e servigo Apollo. Dica: use o comando “se” para descrever uma
fun¢do definida por partes.

Foto: Wikimedia Commons.

[04] Indique expressdes para as funcgdes f e g e valores dos niimeros a e b para os quais a superficie de revolugdo
correspondente aproxime o formato de um bolo de dois andares. Depois, tente modificar os pardmetros para aproximar bolos
com mais andares! Dica: use combinag¢des do comando “se” para descrever uma funcdo definida por partes.

Foto: Flickr.

[05] Indique expressdes para as fungdes f e g e valores dos numeros a € b para os quais a superficie de revolugdo
correspondente aproxime o formato de um carretel de linha. Dica: use combinagdes do comando “se” para descrever uma
fungdo definida por partes.

Foto: Flickr.



[06] Discretizagdes de superficies de revolucdo produzem objetos interessantes. Por exemplo, no aplicativo da Parte 1 da
atividade, pressione a tecla F5 (para reiniciar o aplicativo) e, entdo, diminua o valor do controle “Discretiza¢do 2” para 4 ou 3.
Alguns suportes de madeira sdo construidos seguindo estes formatos.

PARTE 2

A partir de duas fungdes f'e g e de dois niimeros reais a ¢ b, considere a regido R formada pelos pontos (x, z) no plano xz que
satisfazem as condigdes: x estd entre a ¢ b ¢ z esta entre f{x) e g(x) (veja a figura abaixo). Esta regido, ao ser girada em torno do
eixo z, define um solido de revolugdo. A superficie de revolugdo correspondente ¢ definida girando-se apenas a fronteira da
regido R.

Importante: note que, agora, a regido R ¢ girada em torno do eixo z!

[01] No aplicativo da Parte 2 da atividade, digite as expressdes para as fungdes f'e g e os valores dos nimeros a e b indicados na
tabela abaixo e identifique a superficie de revolugdo correspondente. Nao esquega de, apds digitar os dados, pressionar o botdo
“Atualizar!” do aplicativo. Compare as superficies obtidas no Exercicio [01] da Parte 1, onde a regido R ¢é girada em torno do
eixo Xx.

Item f(x) = g(x) = a b Desenho da Regido R Figura e Descricao

(a) 4 0 0 12

tronco de cilindro circular reto

(b) 4 2 0 | 12
() X 0 0 | 12
() X 0 5 | 12




(H X 0 -6 6

[02] Para gerar uma superficie de revolucdo cujo formato lembra um sombrero (chapéu mexicano) , no aplicativo da Parte 2 da
atividade, fornega os seguintes valores:

f(x) = 12 cos(x"2/4)/(3+x"2), g(x) = 12 cos(x"2/4)/(3+x"2) - 0.1, a=0 e b=4.7.
[03] Para gerar uma superficie de revolucdo cujo formato lembra as ondas geradas pela queda de uma gota d’agua em uma
vasilha, no aplicativo da Parte 2 da atividade, fornega os seguintes valores:
f(x) = exp(-x/4) sen(3 x), g(x) =max(-4,x-2pi), a=0 e b=2pi

Para obter um efeito melhor, esconda as malhas de f, g, a e b e habilite a iluminagdo direcionada. Mude entdo a cor da parte f
para azul.

Foto: Flickr.

[04] E possivel, com o aplicativo da Parte 1 da atividade, obter a mesma superficie de revolugdo descrita no exercicio anterior?

Lembre-se que, na Parte 1, a regido R ¢ girada em torno do eixo x, enquanto que, na Parte 2, a regido R ¢ girada em torno do
eixo z.

PARTE 3 E PARTE 4

[01] Para cada um dos sélidos indicados abaixo, use os aplicativos das Partes 3 e 4 para calcular aproximagdes de seu volume.
Compare as aproximagdes obtidas com o método do disco e o método dos troncos de cone com o valor exato do volume
(configure o aplicativo para usar 70 discos/70 troncos de cone). Dica: vocé pode fazer a comparagdo entre os dois métodos

usando apenas o aplicativo da Parte 3: dé um clique rapido no soélido e, entdo, pressione a tecla ‘5’ (cinco) para alternar entre os
dois métodos.

Sélido f(x) = a= b= Aproximacio pelo Método Aproximacgio pelo Método Volume Exato
dos Discos dos Troncos de Cone
Esfera Unitaria sqrt(1-x"2) -1 1
Tronco de Cilindro 1 0 1
Tronco de Cone 1 X 0 1
Tronco de Cone 2 X 1 2




[02] Use o aplicativo da Parte 3 para calcular aproximagdes do volume do recipiente gerado por

f(x) = se(x < 7.2, 0.0029827 x5 - 0.0540360 x4 + 0.3309865 x"3 - 0.78573002 x"2 + 0.5593250 x + 1.2221938, 0.66),
a=0 e b=28.

Configure o aplicativo para usar 70 discos/70 troncos de cone. Dica 1: lembre-se que, no aplicativo, a tecla ‘5’ (cinco) alterna
entre os dois métodos. Dica 2: copie ¢ cole os dados acima no aplicativo da atividade (assim, vocé nao precisa digita-los!).
[03] Use o aplicativo da Parte 3 para calcular aproximagdes do volume do recipiente gerado por

f(x) = se(x <4.75, min(1.5, 0.6 x*2 - 3.93 x + 7.54), -0.35 x + 3.15), a=0 e b=6.25.

Configure o aplicativo para usar 70 discos/70 troncos de cone. Dica 1: lembre-se que, no aplicativo, a tecla ‘5’ (cinco) alterna
entre os dois métodos. Dica 2: copie e cole os dados acima no aplicativo da atividade (assim, vocé ndo precisa digita-los!).

PARTE S

No aplicativo da Parte 5 da atividade, vocé pode criar livremente superficies de revolugdo modificando um caminho poligonal
que define o perfil da superficie (escolha o numero de pontos e, entdo, clique e arraste os pontos azuis). Vocé ainda pode
carregar uma imagem e, fazendo ajustes no caminho poligonal, obter um esbogo de uma versdo 3D do objeto que esta sendo
exibido na foto.



